
مقدمه
عموماً رياضياتى كه دانش آموزان دبيرستان با آن سروكار 
دارند، رياضيات محاســباتى است و رياضياتى كه دانشجويان 
دورة كارشناســى با آن روبه رو هستند، به طور معمول از نوع 
حل مسئله اســت. هرچند برخى از دانش آموزان دبيرستان، 
به خصوص به بهانة المپياد، به اين ســطح خواهند رسيد. در 
دوره هاى بالاتر، مثل كارشناسى ارشد و دكترا، انجام رياضيات 
عمومــاً به صورت اثبات قضيه ظاهر مى شــود و در دوره هاى 
بالاتر، رياضى دانان مشهور كم كم شــروع به تئورى پردازى و 

گسترش تئورى خود مى كنند.
رياضى دانان كمى بوده اند كه قبل از رسيدن به دورة پيش 
از دانشــگاه (زير 20 ســال) موفق به تئورى پردازى شده اند. 
رياضى دانــان بزرگى همچون گاوس و نيوتون نتوانســتند 
به چنين ســطحى برســند. حتى برخى رياضى دانان مشهور 
هم عصر ما، با وجود گرفتن دكترا پيش از 20 سالگى، همچنان 
به پختگى لازم براى تئورى پردازى نرسيده اند. آبل و گالوا دو 
رياضى دان هستند كه با وجود اينكه هر دو توانسته اند جواب 
يك سؤال مشترك را بدهند، با اين حال تفاوت زيادى در كار 
اين دو ديده مى شود. گالوا توانست از دل اين راه حل، قضيه ها 
و مســئله هايى بيرون بكشد كه به تئورى جديدى منجر شد. 
درحالى كه آبل با وجود برخورد با رياضيات مشابه نتوانست اين 

تئورى را بيرون بكشد.

در اين مقاله تأكيد داريم كــه مهارت هاى تئورى پردازى 
قابل آموزش اند. كوين فو، دانش آموز چينى ـ آمريكايى كه در 
سطح دبيرســتان موفق به تئورى پردازى شده است، در مورد 
امكان تئورى پردازى در ســطح رياضيات مدرسه اى به ما نويد 
مى دهــد. او مثلث هاى حدى در صفحة اقليدســى دوبعدى و 
نتايجى از آن ها را در قضايايى مهم از هندســة اقليدســى در 
نظر گرفته است. خيلى از اين حالات حدى بر قضاياى بديهى 
يا اســتاندارد متمركز هستند. اما به ويژه، در مورد يك حالت 
حدى از «قضية مورلى» بحث شــده اســت كه به نظر مهم و 
جديد مى رسد. هدف ديگر او نگاهى به وضعيت قضايايى براى 
هرم هاى حدى در فضاى اقليدســى سه بعدى است. در اينجا 
متن مقالة او آمده است و نكاتى دربارة آموزش تئورى پردازى 

به آن اضافه شده است.

قضية مورلى در حالت حدى
كوين فو

قضية مورلى بيــان مى كند كه وصل كردن تثليث گرهاى 
زاويه هاى مجاور در يك مثلث، به سه نقطه منجر مى شود كه 
تشكيل يك مثلث متســاوى الاضلاع را مى دهند. اين مسئله 
براى تمام مثلث ها در صفحة دكارتى دوبعدى درســت است. 
بــا وجود اين، قضية مورلى بــراى مثلث هاى حدى نيز برقرار 

اشاره
در اين مقاله تحقيقى از يك دانش آموز چينى ـ آمريكايى ارائه مى شــود كه در ســطح 
دبيرستان موفق به تئورى پردازى شده است و در مورد امكان تئورى پردازى در سطح رياضيات 

مدرسه اى صحبت خواهد شد.

آرش رستگار
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است. اين حالت از اثبات حالت مثلث معمولى نتيجه نمى شود 
و نيازمند اثباتى جديد اســت. هدف اين پروژه، اثبات نسخة 
حدى قضية مورلى و چند حالت حدى ديگر از نتايج مشهور 
هندسة اقليدسى، مثل مشابه سازى دايرة نه نقطه و حالت هاى 
حدى جديدى اســت كه ما بايد براى مشابه ســازى درست 
مفهوم دايرة محيطى بيابيم. علاوه بر آن مى توان اين حالت ها 
را براى چهاروجهى به چهاروجهى هاى حدى نيز انجام داد كه 

به علت طولانى شدن مقاله بيان نكرده ايم.
حالــت فضــاى دوبعدى اقليدســى از طريــق مطالعة 
مثلث هاى حدى و دايره هايى كه بعضى از آن ها به بى نهايت 
منتقل مى شوند، بررسى مى شــود و كاربرد آن ها در برخى 
قضيه هاى مشهور را خواهيم ديد. يك مثال مهم در اين باب 
قضية مورلى است كه در چندين حالت حدى دوبعدى اثبات 
شــده است. اســتفاده از تصوير پيچيدگى حالت هاى حدى 
جديــد را كم و در برخى موارد اثبات  آن ها را تأييد مى كند. 
نتايج تمام موارد جديد حدى به دســت آمده است، خواه در 
صفحة دوبعدى اقليدس و خواه در فضاى سه بعدى اقليدس 
باشــد. در مجموع، اين نتايج بــراى تحقيقات آيندة رياضى 
حول قضاياى مطرح شــده اهميت دارند، زيرا كاربرد چنين 
قضيه هايى در شبيه ســازى ها بســيار پيچيده تر در هندسه، 
فرصت هايى براى اســتفاده از اين قضيه ها در ســناريوهاى 
بســيار پيچيده تر فراهم مى كند و روش بردن يك شىء به 
بى نهايــت مى تواند در جنبه هاى متفاوتى از هندســه به كار 

برده شود.

حالت هاى دوبعدى
حالت هاى حدى مثلث ها: مى خواهيم براى مثلث ها در 

حالت حدى هندسه انجام دهيم.

نامتناهى است، مى تواند به عنوان آنالوگى از مثلث متناهى در 
نظر گرفته شــود و ما انتظار داريم كه آنالوگ هايى از قضاياى 

هندسة اقليدسى براى آن ها برقرار باشد.

B

A
D

G

C

F

E

B

A

D

G

C

F

E

H

I

C

B

A

B

A

Cمثلثى با دو ضلع موازى و رأسى در بى نهايت

مثلثى كه يك ضعلش مــوازى با يك 
راستاى خاص  به بى نهايت مى رود

Le

Lv

مثلث خارجى
با در نظر داشتن حالت Lv و اثبات آنالوگ هايى از قضاياى 
استاندارد در اين حالت حدى و اين حقيقت كه مثلث  خارجى 
يك مثلث Lv، دوباره Lv اســت، ما را به اين حقيقت رهنمون 
مى كند كه مثلث خارجى يك مثلث متناهى كه خود يك شىء 

نتايج مهم از هندسه براى مثلث هاى حدى
قضية فرما: سه مثلث متساوى الاضلاع روى ضلع هاى يك 
مثلث دلخواه بسازيد. اگر هر رأس از مثلث اوليه را به دورترين 
نقطة مثلث تشكيل شده بر ضلع روبه روى آن رأس وصل كنيد، 

به خط هاى همرس منجر مى شوند.

قضية فرما براى Lv:اABC يك مثلث Lv نامتناهى است 
كه رأس C آن در خطى در بى نهايت اســت (شكل 1). مثلث 
متســاوى الاضلاع ABD را بــر ضلع AB بســازيد و F و E را 
طــورى قرار دهيد كــه: EAC=∠FBC=60°∠. فرض كنيد: 
 DC تحت اين شــرايط .AC||DC||BC و AH||DF ،BG||AE

BG، و AH همرس هستند.

شكل 1

A

B

C

LV مثلث خارجى در حالت

مثلث خارجى در حالت متناهى
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برابرند. اين نشان مى دهد كه خط هاى افقى DC و IC منطبق 
مى شوند و نتيجه مى گيريم سه خط DC ،BG و AH همرسند.
 BC تركيب شده با دايره اى كه اضلاع ΔABC قضيه: براى
را در D و AC ،E را در F و G، و AB را در H و I قطع مى كند، 
اگر BF ،AD و CH همرس باشــند، در اين صورت BG ،AE و 

CI نيز همرس خواهند بود. (شكل 3)

در اينجا، اين سه خط به اين مفهوم جديد موازى هستند 
كه در آن يك خط در بى نهايت با استفاده از يك نقطة متناهى 
و يك نقطة نامتناهى تعريف شــده اســت. جهت خط توسط 
نقطة نامتناهى C و خط دقيق توسط يكى از نقطه هاى متناهى 

مشخص مى شود.

اثبات (حالت Lv): مى دانيم EAC∠ و FBC∠ برابر 60° 
و ΔABD يك مثلث متســاوى الاضلاع با ضلع 1 است. هدف 
اين اســت كه نشان دهيم فاصلة D و I از خط KC برابر است 
كه اينجا I محل برخورد دو خط AH و BG اســت. (شكل 2) 
لذا بايد نشــان دهيم موقعيت عمــودى نقطه هاى D و I يكى 
شكل 3است، زيرا در اين صورت خط افقى DC و IC منطبق مى شوند.

شكل 5

شكل 4

شكل 2
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قضية ســواى دوگانه براى Lv: در يــك مثلث Lvى 
ΔABC، رأس C در بى نهايت اســت. يك دايره شــش  بار با 
ΔABC، همانطور كه در شــكل نشان داده شده است، دو بار 
در هــر ضلع، برخورد مى كند. (شــكل 4) خط ها از هر نقطه 
كه دايره با ضلع مثلث متقاطع اســت، به رأس مقابلش رسم 
 K در CD و BG ،AI شــده اند. نتيجة پايانى اين اســت كــه

همرسند، اگر BF ،AH و CE در J همرس باشند.
قضية ناپلئون: براى هر مثلــث، اگر بيرون هر ضلع آن 
يك مثلث متساوى الاضلاع بسازيم، مركز اين مثلث هاى جديد 

تشكيل يك مثلث  متساوى الاضلاع مى دهند.(شكل 5)

 JK چند نقطه به شــكل اضافه شــده است، به طورى كه
خط عمودى است كه از D مى گذرد و LM خط عمودى است 
 DJA ،ALI ،IMB مى گذرد. در نتيجه زاويه هاى قائمة I كه از
و BKD ســاخته مى شــوند. به خاطر قضية خط هاى موازى، 
IAC∠ و IBC∠ برابر °60 هســتند. با تفريق زواياى مناسب 
داريم: AIL∠ و BIM∠ برابر °30 و AIB∠ برابر °120 است. 
فرض كنيــد DBK∠ زاويه اى °x باشــد. DK، ارتفاع مثلث، 
 BI و طول y برابر AI اســت. فرض كنيد طول sin(x) برابر با
برابر z باشــد. چون: BIM=30°∠ و IBM=60°∠، پس: 

. IM /= 3 2 BI و  z /= 3 2
و   ∠IBM=60° چــون:  ايــن،  بــر  عــلاوه 
نتيجه  مى تــوان   ∠DBK+∠ABD+∠ABI+∠IBM=180°

گرفت كه: °ABI=(60-x)∠. به كمك تفريق همچنين مى توان 
گفت: °BAI=x∠. حال طبق قضية سينوس ها خواهيم داشت:

 y/sin(60-x)=z/sin(x)=1/(sin120). پــس مى توان نتيجه 
، پس:  sin( ) /=120 3 2 گرفت: sin(x)=z sin (120) و چون 
. سمت چپ تســاوى اخير برابر با DK و  sin(x) z /= 3 2
ســمت راســت برابر با IM اســت، پس DK و IM با يكديگر 
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مى دانيــم كه در حالات زيادى حد يــك دايره يك خط 

شكل 6
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قضية ناپلئون براى Lv: نقطة C از ΔABC در بى نهايت 
است. ΔABD مثلثى متساوى الاضلاع است. BF و AG طورى 
 BH .60 هســتند° ∠GAC و ∠FBC ســاخته شــده اند كه
نيم ســاز زاوية FBC∠ و AI نيم ســاز زاوية GAC∠ است. از 
 BH مى ناميم دو خط موازى E كه آن را ΔABD مركز مثلث
و AI اخراج مى كنيم. E∠ با توجه به نحوة ساختش °60 است 
و نقطه هاى E و بى نهايت روى پرتوهايى كه از E هستند، يك 

مثلث  متساوى الاضلاع نامتناهى شكل مى دهند. (شكل 6)
قضية همرســى دايره ها: براى هر نقطــة دلخواه D بر 
 FAD ،DBE دايره هاى محاطى ،AC بــر F و ،BC بر Eر،AB
و ECF در نقطه اى مانند G همرس خواهند بود. (شكل 7 و 8)
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قضية همرســى دايره ها براى Lv: مثلث ABC يك 
مثلث Lv با نقطة C در بى نهايت است. (شكل 9). براى نقطة 
D بــر E ،AB بر AC و F بــر BC دايره هاى محاطى DAE و 

DBF در نقطه اى مانند I كه روى EF قرار دارد، همرس اند.
ســومين دايرة محيطى كه دايــرة محيطى مثلث Lvى 
ECF است، متشكل از دو خط EF و خطى در بى نهايت، محل 

برخورد معمولى هر سه دايرة محيطى در نقطة I قرار دارد.

شكل 10

شكل 8

شكل 7

مى شــود كه مركز آن در بى نهايت است. اما اينجا يك مشكل 
 C خطى اســت كه دايره شده، پس چرا EIF وجود دارد: اگر
روى آن نيســت؟ (همرسى دايره هاى محيطى) براى حل اين 
تناقض، پيشنهاد اين است كه بگوييم: دايره يك موجود درجة 
دو اســت. در نتيجه براى مشابه آن مى توان خط EF اجتماع 
خط بى نهايت را بگذاريم كه مثل دايره معادله اى درجة دو دارد 
و هم از سه نقطة رأس EFC مى گذرد. سهمى بيضى و هذلولى 
مقاطع مخروطى ناتكين هستند. اما بايد در نظر داشت مقاطع 
مخروطــى ديگرى نيز وجود دارند. مثلاً خط هاى متقاطع و يا 
يك خط دوگانه نيز مقاطعى مخروطى هســتند. اگر به جاى 
مخروط يك اســتوانه قرار دهيم، دو خط موازى نيز مى توانند 
مقاطعى مخروطى باشــند، ولى همچنان ناتكين خواهند بود. 
هرچند اكثراً به اين مقاطع اشاره نمى شود، ولى بايد آن ها را در 
رده بندى فرما كه براى خم هاى درجة دو است، در نظر گرفت.

مشابه خط اويلر و دايرة 9 نقطه
قضية دايرة 9 نقطه: نقطه هاى وسط اضلاع مثلث، پاى 
ارتفاع ها و وســط هاى پاره خط هايى كــه از هر رأس به مركز 
ارتفاعى مثلث كشيده شــده اند، همگى هم دايره هستند و به 

اين دايره، دايرة 9 نقطه مى گوييم. (شكل 10) 

شكل 9

قضية دايرة 9 نقطه براى Lv: فرض كنيد ΔABC يك 
مثلث Lv با رأس C در بى نهايت باشد. (شكل 11) ارتفاع هاى 
AG و BH به دو خط عمودى تبديل مى شــوند. D همچنان 
وســط پاره خط متناهى AB است. مركز ارتفاعى و بقية نقاط 
 I روى دايرة 9 نقطة اوليه به بى نهايت مى روند؛ از جمله نقطة
 HG كه در بى نهايت به خط تبديل مى شود. خط CI از ارتفاع
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شكل 11

و خط بى نهايت مشابه دايرة 9 نقطه  را مى سازند، به طورى كه 
مركز دايره 9 نقطة اوليه به محل برخورد HG و خط بى نهايت 

شكل 15تبديل مى شود. 

شكل 12

شكل 16

شكل 14

قضية خطر اويلر: براى هر مثلث غيرمتساوى الاضلاع، مركز 
ثقــل مثلث، مركز ارتفاعى و مركز دايرة محيطى و مركز دايرة 9 

نقطة آن روى خطى به اسم «خط اويلر» قرار دارند. (شكل 13).
قضية خط اويلر براى Lv: وقتى C از ΔABC به بى نهايت 
مى رود، مركز ثقل، مركز ارتفاعى، مركز دايرة محيطى و مركز دايرة 
9 نقطة مثلث ΔABC همه روى خط بى نهايت هستند.(شكل12)

مركز ثقل در نقطة C اســت. مركز ارتفاعى محل برخورد 
AG ،HB و خط بى نهايت است كه چون آن دو موازى اند، پس 
محــل برخورد آن ها در بى نهايت اســت. مركز دايرة محيطى 
محل برخورد پاره خط AB و خط بى نهايت اســت. مركز دايرة 
9 نقطه محل برخورد پاره خط HG و خط بى نهايت است. اين 

نشان مى دهد خط اويلر همان خط بى نهايت است.
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قضية فوئر بــاخ بــراى Lv: در ΔABC نقطة C در 
بى  نهايت اســت. دايرة محاطى خارجى مماس بر AB ،AB را 
در F، و دايــرة محاطى داخلــى ΔABC را در L ،I و M قطع 
مى كند.(شكل14) دو دايرة محاطى خارجى ديگر در بى نهايت 
هستند. چون آن ها به ترتيب بر AC و BC در E و D مماس اند 
كه در بى نهايت قرار دارند.(شكل15) خط HG و خط بى نهايت 
مشــابه بى نهايت دايرة 9 نقطه را مى سازند. تحت اين شرايط، 
دايرة جديدى كه توسط HG و خط بى نهايت تعيين مى شود، 
 ΔABC بايــد به دايرة محاطى و دايره هــاى محاطى خارجى
مماس باشــد. دايره هاى محاطى خارجى كه با AC در E و با 

BC در D مماس هستند، ناپديد مى شوند.

قضية مورلى در حالت حدى دوبعدى
قضيه مورلى: براى هر مثلث، ســه نقطــه اى كه در آن 
تثليث گرهــاى زاويه هاى همســايه با هم برخــورد مى كنند، 
همان طور كه در شــكل 16 نمايش داده شده است، تشكيل 

يك مثلث متساوى الاضلاع مى دهند.
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شكل 13

قضيــة فوئــر بــاخ: دايــرة 9 نقطــة يــك مثلث 
غيرمتســاوى الاضلاع بر دايره هاى محاطــى  خارجى و دايرة 

محاطى داخلى مماس است(شكل13)
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Lv مورلى: رأس C از ΔABC به بى نهايت مى رود و زاوية 
تثليث شدة C توسط سه خط هم فاصله كه به بى نهايت مى روند، 
 E ،B و A محل برخورد تثليث گر زاويه هاى D .تعيين مى شود
محــل برخورد تثليث گر زاويه هــاى A و C، و F محل برخورد 
 E هســتند. با وصل كردن سه نقطة C و B تثليث گر زاويه هاى

D، و F يك مثلث متساوى الاضلاع تشكيل مى شود.(شكل17)

شكل 17

شكل 18
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كنيم. زاويه هاى روبــه روى چهارضلعى DEGF هر دو نصف 
 DG بر EF شده اند، در نتيجه اين چهارضلعى يك كايت است و
 .∠GEF=∠GFE=∠DEF=∠DFE=60° پس:  است.  عمود 
اكنون مى تــوان گفت : ΔDEF و ΔEFG متســاوى الاضلاع 
هســتند. چون GEF∠ و GFE∠، °60 هســتند و توســط 
همــان خطــى كــه HEA∠ و IFB∠ را ســاخته اســت 
عــلاوه   .∠HEA=∠IFB=60° پــس:  شــده اند،  ســاخته 
و   ∠HEA+∠AED+∠DEF=180° داريــم:  ايــن  بــر 
و   ∠AED=60° پــس:   .∠IFB+∠BFD+∠DFE=180°

BFD=60°∠. بــه كمك هم نهشــتى زاويه ـ ضلــع ـ زاويه، 

 ΔDFB با ΔIFB هم نهشــت اســت و ΔDEA بــا ΔHEA
هم نهشت است. در نتيجه: HE=ED و IF=FD. حتى بيشتر 
 ΔDEF چون .ED=DF=EF :از آن مى تــوان نتيجه گرفــت
مثلث متســاوى الاضلاع است، پس: HE=EF=FI. اين وجود 
ســه فاصلة مساوى ميان ســه خطى كه تا بى نهايت رفته اند 
را در مورلى Lv نتيجه مى دهد. تمام شــروط برقرارند و هيچ 
تناقضى ميان آن ها حاصل نشــده است. بنابراين Lv مورلى 

درست است.
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اثبات Lv مورلى از داود وكيلى: AH با BI موازى است، 
اما AB با HI موازى نيســت. تثليث  كردن زاويه هاى HAB و 
 D مى شود كه در IBA  و HAB باعث تثليث زاويه هاى IBA
.F را در BG قطع مى كند و E را در AG ،HI .متقاطع اند G و

 ∠HAE=∠EAD=∠DAB=x° مى دانيم:  حال  (شــكل18) 
 ∠IBA و   ∠HABد.∠IBF=∠FBD=∠DBA=y° و 
مكمل اند، پــس: 3x+3y=180°. حال چــون همة مثلث ها 
مركــز دايرة محاطى دارند (محل برخورد نيم ســاز زاويه هاى 
 DB و DA توســط ∠GBA و ∠GAB مثلــث)، از آنجا كه
 ΔABC است. براى ∠AGB نيم ساز DG نصف شده اند، پس
مى دانيــم: GAB+∠GBA+∠AGB=180°∠ كــه يعنــى: 
 3x+3y=180° 2. حــال مى تــوان ازx+2y+∠AGB=180°

 DG و ∠AGB=60° :2. پــسx+2y=120° :نتيجه گرفــت
 DFوا DEر.∠EGD=∠FGD=30° :نيم ســاز آن اســت. لذا
طورى ســاخته شــده اند كــه: GDE=∠GDF=30°∠، ولى 
همچنين آن ها توســط محل برخورد BG ،AG و HI تعيين 

مى شوند.
براى اينكه اين فرضيات را توضيح دهيم، نتايج بايد به ما 
بگويند DEF مثلثى متساوى الاضلاع است و در نتيجه بايد از 
اين فرض استفاده نشده در Lv مورلى كه HE=EF=FI استفاده 

مورلى خارجى: براى BAC ،ΔABC∠ توســط AD و 
AE تثليث شده است. به جاى ABC∠ و ACB∠ (كه تثليث 
نشده اند) زاويه هاى مكمل آن ها تثليث شده اند كه در آن BF و 
 ∠BCH تثليث گرهاى CE و CF ،∠CBG تثليث گرهاى BD
هستند. در اين شرايط DEF بايد يك مثلث متساوى الاضلاع 

باشد. (شكل 19)
مورلــى خارجى در حالــت حدى دقيقــاً همانند قضية 
مورلــى معمولى در حالت حدى اســت. مورلــى خارجى با 
مثلــث خارجى كه در آن طول حقيقــى خط AC يك عدد 
منفى است، شــباهت دارد. اين در واقع مكمل طول قسمت 
AC اســت و مساحت مثلث نامتناهى برابر با نصف ارتفاع در 
طول حقيقى اســت كه مساحتى منفى به دست مى دهد. اين 
فرضيات سازگارند. به اين معنا كه به تناقض منجر نمى شوند 
و به عنوان توســعه اى از هندســة اقليدســى مى توانند مورد 

استفاده قرار گيرند.

شكل 19
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